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Abstrakt

Na cvi¢eni P2X |[2| vedené Mgr. Martinem Maresem PhD. byla za-
dan problém ,Zaklinadlo* (viz sekci problém). Prezentované feSeni mélo
asymptotickou asovou slozitost v O(N - K - |X]|). Pfichazime s novym
FeSenim s rychlejsi asymptotickou ¢asovou slozitosti v O(N - log K).

1 Problém:

Zadéani problému ma nésledujici znéni:

,Mé&me abecedu ¥, pfirozené ¢islo N a Fetézec Z (zaklinadlo) délky K. Spo-
¢itejte, kolik existuje fetézci délky N, které neobsahuji zaklinadlo jako pod-
fetézec. Vysledek miize byt hodné velké ¢islo, tak ho pocitejte modulo zadané
prvocislo p.*

Pozn.: V pivodnim zadani je ¥ = {4, B, ..., Z}, v nas{ formulaci problému
jsme dovolili abecedu obecnou a jeji velikost je dalsim parametrem ¢asové slo-
Zitosti.

2  Retézce:

Pismena zna¢ime malym pismem, Fetézce znacime velkym, mnoziny fetézcii ka-
ligraficky. Indexujeme od 1.

Definice 1 (Relace byti podfetézcem). Necht R, S € ¥*|R| < |S|. Pak defi-
nujeme relaci

R je podietézcem S < dRy,Ry € ¥*: S = R1.R.Rs

Budeme ji znacit jako RC S.



Definice 2 (Podfetézce). Necht S € ¥* a 4,j € Ny, i < j. Definujeme néasledu-
Jici znaceni:
S[i] == i-ty znak v S
S[i : 4] podietézec S zacinajici na i a koné&ici na j véetné
pref, S = prefix S délky 4, tj. S[1:7]
suff;, S := sufix S délky 4, tj. S[|S| —i+1:|9]]

Definice 3 (Okraj). Necht O, S € £*,|0| < |S|. Potom:
O je okraj S <= O = pref || S = suff|g| 5,
Definice 4 (Vlastni Okraj). Necht O, S € ¥*,|0| < |S|. Potom:
O je vlastni okraj S <= O = pref|| S = suff|o| S
Lemma 5. Necht' S,0 € ¥*,0 okraj S. Potom
VP € ¥, |P| <|O|: P okraj O < P okraj S.

Diikaz. Z definice je P prefix O a O prefix S. Prefix prefixu je také prefix. U
zpé&tné implikace jsou O, P prefixy S a |P| < |O|, tedy P je prefix O. Pro sufixy
to plati analogicky. O

3 Vzorec:

Definice 6 (Retézce obsahujici zaklinadlo). Necht n € Ny. Potom F,, znadi
mnozinu v8ech fetézcu délky n obsahujicich zaklinadlo jako podietézec.

Fo,={SexX"|ZLCS},
jeji velikost oznaéime f(n) = |Fp|.

Definice 7 (Retézce obsahujici zaklinadlo jako sufix). Necht n € Ny. Potom
G,, zna¢i mnozinu vSech Fetézct délky n obsahujicich zaklinadlo jako sufix.

gnZ{SEZ"\suﬂ'KS:Z}.

Lze trivialng vidét, Ze jeji velikost je |G,| = |£|"~*, pokud je n > k, jinak 0.

Definice 8 (Retézce obsahujici zaklinadlo pravé jako sufix). Necht n € Ny.
Potom H,, zna¢i mnozinu vSech fetézci délky n obsahujicich jediny vyskyt za-
klinadla a to jako sufix.

Hy,={SeX"|sulfx S=2ZANZZpref, S},

jeji velikost oznaéime h(n) = |H,|.



Lemma 9. Funkci f(n) lze poéitat ndsledovné:
f(n) = [E]- f(n = 1) + h(n)

Dikaz. f(n—1) nam udava pocet Fetézct délky n — 1 obsahujicich Z jako pod-
fetézec, kazdy takovy mizeme prodlouzit o libovolné pismeno a € ¥ a vznikne
novy Fetézec délky n obsahujici Z. Je jich |X| - f(n — 1) a kazdy takovy lezi
v Fp. To ale nemusi nezapocitat vSechny fetézce délky n jejichz suffix je Z.
Abychom nezapocitali zadny dvakrat, tak se omezime na Fetézce, ve kterych
se Z nevyskytuje jinde nez jako prefix. To je presné definice H,, a takovych je
h(n). O

Lemma 10. Pron > K, plati, Ze mnoZiny
e {S€G,|ZZpref,_, S},
e {S5€G,|ZCpref,,_ xS} a
e {S€G,|ZCupref,, ; SAZZLpref,_ xS}
tvori rozklad G, .
Diikaz. Oznacme si
A={Se€G,|Zpref, S},
B={S€G,|ZCpref,_gS},
C={S€G,|ZCpref, ; SAZLpref, xS}
1. Chceme dokazat G, = AUBUC.

I. G, D AUBUC, z definic A, B,C.

II. G, CAUBUC <= kazdé S € G, patii alespoir do jedné z A, B,C.
Oznacéime S’ jako prefix S délky n — 1. Pokud Z Z S’, potom pat¥i
do A. V opaéném pripadé S’ obsahuje Z jako podietézec.

Necht i oznacuje posledni pismeno posledniho vyskytu zaklinadla v
S’. Pokud je i <n — K, tak Z C pref,,_x S a proto S € B.

Jinak musi platit, ze i > n — K a tedy Z [Z pref,_ i S. Zaroven v8ak
vime, ze Z C pref, ;S a tak S € C.

ZI1.all. = G,=AUBUC.
2. Chceme dokazat, ze mnoziny A, B, C jsou po dvou disjunktni.
I. AnB = 1. Sporem. Necht S € AN B, potom
Z Lpref, ;S=5NZLCpref, S =295

Protoze Sy je prefix So, tak kazdy podietézec Sy je také podietézcem
So, véetné Z a to je spor.



II. ANC = (). Také sporem. Necht S € ANC, potom Z [Z pref, ;S a
Z Cpref, ;S.

III. BN C analogicky.
Z 1., 1. alll. = A, B,C disjunktni.

Proto

1G.=AUBUC.] 0

Dusledek 11. Z minulého dikazu plyne, Ze
Gn| = |A] + |B] +[C]

Dle definice je A =H,, a tedy |A| = |H,| = h(n). ProtoZe existuje bijekce mezi
B a Fn_k (pfiddni/odebrini kouzla na konci), tak |B| = |Fn_x| = f(n — K).
Tedy
h(n) = [E""F — f(n - K) —[C|.

Oznacéme si C pro dané n jako C,.
Lemma 12. Nechtn € N a S je mnoZina vlastnich okraji Z bez €, potom
Cal = h(n— K +]9)).
Ses
Diikaz. Pripomenme, Ze
Chn={SeX"|sulfx S=ZANZCpref, | SANZLpref, xS}

Déle vime, ze pro kazdé S1, Se € S plati, ze S1 # S2, kdyby to neplatilo, tak
by existovali dva rizné prefixy Z stejné délky, ale to je spor.

Z minulého argumentu plyne, Ze kazdé h(n — K + |S|) znaci velikost jiné
mnoziny H,_x4|s|, & proto

U Hn—rKy|s|
ses

j{:fﬂnr—}(-¥‘SD ==j£:|7{n,K;H5H =

Ses ses

)

ozna¢me si posledni sjednoceni jako H.
Staci ukazat, ze f: H — Cp, f(X) = X.suff,,_|x| Z je bijekce.

I. f(H) € Cu: Necht X € H. Potom f(X) = X.suff,,_ x| Z a |X]| =n —
K +|S| pro pravé jedno S € S, takZe délka sufixu Z, ktery pfidame bude
K —|S|.

Navic plati, Ze suff| g X = S, protoze suff x X = Z a S je okraj a tedy i
sufix Z. A suffx f(X) = S.suffx_g) Z = Z, protoze S je okraj a tedy i
prefix Z.

Z definice vime, Ze suff x X = Z a také vime, ze |S| < K, protoze S je
vlastni okraj, takZe mame jeden vyskyt Z v pref,,_; f(X),suffx f(X) =2
a protoze S # e, tak |S| # 0 a proto Z £ pref,, _, S. Tudiz f(X) € C,.



II. VX, Y e H: f(X) = f(Y) < z =y, (f je prostd):
(a) X =Y = f(X)=f(Y). Necht X =Y Potom i |X| =1|Y| a tedy i
f(X) = X. suﬂn_p(‘ Z =Y. Suﬂ‘n_|y‘ Z = f(Y)

(b) X £Y = f(X) # f(Y). Necht X # Y, potom bud
pak sice plati, ze pfidané sufixy budou stejné, ale

X[ =[Y]a

f(X) = X.suff,,_ x| Z #Y.suff,_| x| Z =Y.suff, |y Z = f(Y).

Nebo je | X| # |Y|. Necht BUNO X je deldi. Potom necht sporem
plati, Zze f(X) = f(Y). To by znamenalo, ze Y = pref}y| X. Protoze
sulf x Y = Z, tak by platilo, ze Z T pref|x|_; X, ale to je spor s
definici, takze f(X) # f(Y).

III. VY €C,,: 3X e H: f(X) =Y, (f je ,na“): Z definice vime, Ze Y obsahuje
alespon dva vyskyty zaklinadla, jeden jako suff i Y a druhy nékde predtim.
Ozna¢me si i jako index posledniho znaku prvniho vyskytu Z. Z definice
jei>n— K. pref, Y € H,;, protoze dle definice Z [ pref,_, Y, tak ani
Z L pref,_, Y. Proto také pref; Y € H, a tedy hledané X =pref; Y. O

Dausledek 13. Z toho plyne, Ze

h(n) = 2" = f(n - K) = Y h(n - K +15|).
SeS

4 Kvadraticky algoritmus:

Algoritmus pffmo plyne z lemmatu [J] a disledku [I3] Tyto dvé funkce jdou
pocitat dynamicky, protoze v i-tém kroku zavisi pouze na hodnotach z kroku < 1.
To plati, protoze sCitame pies vSechny vlastni prefixy a kazdy ma délku < K.
Stejné tak se d4 dynamicky poé&itat |3|™.

To bude mit asymptotickou ¢asovou slozitost v O(N - K), protoze v kazdém
z N kroku pocitame sumu pies O(K) vlastnich okraji zaklinadla. Pamétova
slozitost bude O(K), protoZze nam sta¢i si pamatovat pouze poslednich K hodnot
u kazdé DP tabulky.

Mnozinu vlastnich okraju zaklinadla sestrojime nasledovné: pomoci algo-
ritmu Knutha, Morrise a Pratta |1] najdeme pro kazdy prefix zaklinadla jeho
nejdelsi vlastni okraj. Nasledné iterativné projdeme vznikly automat od konce
k zac¢atku pouze po zpétnych hranach. Stavy které jsme navstivili, az na stav
odpovidajici celému Z, odpovidaji vSem vlastnim okrajim zaklinadla.

Diikaz. Necht mame automat vznikly z pfedpoc¢tu KMP. Potom z kazdy stav
odpovidé jednomu prefixu Z a z kazdého vede zpétna hrana do jeho nejdelsiho
vlastniho okraje.



I

II.

Kazdy vrchol ktery navstivime je vlastni okraj Z:
Matematickou indukci podle po¢tu krokt:

V prvnim kroku jsme ve stavu odpovidajicimu celému Z, tudiz se po
zpétné hrané presuneme do jeho nejdelsiho vlastniho okraje, a to vlastni
okraj.

Indukéni krok: Jsme ve stavu odpovidajicimu vlastnimu okraji —
zpétna hrana vede do vlastntho okraje.

Z lemmatu [5|je kazdy okraj vlastniho okraje Z také vlastni okraj Z. Proto
hrana vede také do vlastniho okraje Z.

Neexistuje vlastni okraj Z, ktery jsme nenavstivili:

Necht sporem S je vlastni okraj Z, ktery jsme nenavstivili, potom se podi-
vejme na nejkratsi delsi okraj S’, ktery jsme navstivili. Opét z lemmatu
vidime, Ze S je vlastni okraj S’. Z S’ vede hrana do nejdelsiho vlastniho
okraje S’, ten bude nutné kratsi, nez S, coZ je ale spor.

O

Tento predpocet b&zi v O(K), protoze KMP bé&zi v linearnim ¢ase a prefixi
které mizeme projit je také linedrné mnoho. Predpocet se vejde do O(N - K) a
mé pamétovou slozitost O(K).

5 Vlastnosti okraju retézce:

Definice 14 (Vzalenost okraju Fetézce). Necht S € 3, Ry, Ry jsou okraje S

délek ¢, j. Potom

vzdélenost Ry a Ry = |j —i|.

Lemma 15. Necht Fetézec T md okraje R,S délek i,j5, i < j se vzddlenosti

S . o . i—1
d =i — j|, pak md i okraje délek j — d -k pro vSechna k € N,k < 1=,

Diikaz. Oznac¢me si Wy = Z[j —d- (1 +1): j —d-1] pro kazdé [ € Ny takové, ze
1< 1 bpaw = |52 —1aV =Z[1:j — d (lmas + 1)], potom

S = V.Wlmn’m e Wl.Wo,
R=Vvw,,. ...W.
Podle lemmatu [f] je R okrajem S a tedy R je sufix S.
Protoze Viy,lay: |Wy,| = |W,|, tak vzniknou rovnosti
Vi: Wi, = Wiga,
V= Suff”/‘ Wlmm.

Z indukce podle [ pfes prvni rovnosti plyne, ze Vii,ly: W), = W,,. Oznacme

si W =W, V.



Jj—1

Pro kazdé k € N,k < j/d pak plati, Ze vl -+ je okraj S a diky
lematu 51 okraj T

vwlTl= =l (5] - )
= =]+ a2 e
= j—d-k
A tedy T ma okraje délek j —d - k. O

Definice 16 (Posloupnost mezer fetézce). Necht S € ¥* a (0;)"_; je posloup-
nost vSech délek okraji fetézci sefazend vzestupné, potom definujeme posloup-
nost mezer (1;)7=} fetézce S nasledovné:

i = Oj41 — O4.
Lemma 17. Posloupnost mezer je neklesagict.

Diikaz. Necht S je fetézec a (p;)"_; je jeho posloupnost mezer.
Pro spor uvazujme, ze 3i € [n]: p; > pii+1. Potom

dR;, R2, R3 okraje S takové, Ze:
|R1| < |R2| < |Rsl,
|Ro| — |R1| = ps,
|Rs| — |Ra| = pit1,
VR okraj S: |Ri| < |R'| <|R3| = R’ = Ra.

Dle lemmatu [15| existuje R’ okraj S, délky
|R'| = |Ra| — pig1 > |Ro| — s = |Ru|.

Protoze z definice Vj: p; > 0, tak |Ri| < |R'| < |R3|, ale R’ # Rs, coz je
Spor. O

Definice 18 (Posloupnost period fetézce). Necht S € ¥* a (p;)", je jeho
posloupnost mezer. Potom definujeme posloupnost period (7;),, m < n fetézce
S jako podposloupnost (p;), ktera vznikne odebranim duplicitnich hodnot.

Lemma 19. Pro kaZdou periodu plati, Ze je aspoti tak velkd jako soucet pred-
chozich.

Diikaz. Necht S je fetézec a (7;)7; jeho posloupnost period. Vsimnéme si, (7;)
je ostie rostouci z lemmatu [17| a protoze nemé duplicity.

Méjme libovolnou z period 7;. Pokud ¢ = 0, lemma zfejmé plati. Jinak na-
lezneme v fetézci prvni mezeru takové délky, a ohranicujici okraje oznacime
R1, Ry, plati tedy ‘R1| < |]‘32|7 |R2| — ‘R1| = T;.

Nyni dokazme, Ze |R1| < 7;. Pro spor pfedpokladejme, Ze |Ry| > 7, pak
Ry = pref|g,|_,, S je podle lemmatu 15|je také okrajem S. Ry, Ry ale ohrani¢uji
prvoi mezeru délky 7;, takZe existuje okraj R : |Rg| < |R| < |R1|, ozna¢me si
a = |R| — |Ry|. Z dikazu lemmatu [I5| vime, %e okraje muZeme rozepsat na
Ry = VW™ Ry = Rg.W = VW™ Ry = Ri.W = Ry.W? = V.W"*2 kde



|W| = aV =suffjy W. Pak R =V.W".Y, kde Y = pref, W. Podle lemmatu
[lje R okrajem Ry, a z toho vyplyva W.Y = suff, W.W a tedy Vi € [r;] : W[i] =
WI(i +a) mod 7;].

JelikoZz rovnost znaki je tranzitivni, tak obecné v mod 7; plati: Vi, j € [1;] :
Fk:i=j+k-a) = (W[i] =W][j]). Oznacme si g = gcd(a, 7;), pak podle
Bézoutovy identity existujl x,y € Z :

Taty-Ti=g
Ta=g-y-Ti

r-a=g modT;

7 toho uz snadno nahlédneme, ze Vm € Z 3k e N: k-a=m -9 mod 1, =
Vi€ [r],meZ: Wi =Wl[i+m-g] (pro viechny i +m- g lezici v [1, 7;]), tedy,
znaky v W se opakuji s periodou g, a jelikoz g | 7, tak W = w®, kde = = %
Pak R, lze zapsat jako V.w(™*t2)%  Zjevné R’ = V.aw(+2)*=1 je jak prefixem
tak suffixem, a tedy i okrajem, Ry, a podle lemmatu [f]i celého Fetézce. Zaroven
ale |R1| < |R'| < Ra, coZ je spor s tim, Ze Ry, Ry tvoi{ prvni mezeru délky 7;.
Tim jsme dokazali, ze |Ry| < 7;.

Nyni uz si staci uvédomit, ze soucet velikosti vSech mezer pred R; musi byt
mens{ nebo rovno |Ry|,a dostaneme

ZTjS ZMS|R1|ST¢

T <Ti pj <Ti
U

Dusledek 20. Z minulého lemmatu plyne, Ze period bude maximdlné logarit-
micky mnoho a tim pddem se sefazend posloupnost velikosti okraji Tetézce délky
n dd rozdélit do nékolika aritmetickych posloupnosti s riznymi diferencemi a
takovych bude O(logn).

6 Optimalizovany algoritmus:

Pomoci dusledku miiZzeme optimalizovat poc¢itani sumy z kvadratické verze
algoritmu. Muzeme si totiz predstavit, Ze pres pole, ve kterém dynamicky po-
¢itdme h(n), budeme posouvat dérnym Stitkem, ktery ma diry na mistech kde
konéi vlastni okraje Z. V kazdé iteraci posuneme §titek o jedna doprava a chceme
védét soutet v dirdch. Kdyz si rozdélime diry do aritmetickych posloupnosti s
riznymi periodami, tak mtZeme kaZzdou posloupnost pocitat zvlast a pak je
seCist.

Pro kazdou periodu a kazdou fazi té periody si budeme pamatovat aktudlni
soucet, navic si pro kazdou periodu budeme pamatovat aktualni fazi. P¥i kazdém
kroku si pro kazdou periodu zvysim fazi modulo perioda. K odpovidajicimu
souctu pricteme hodnotu ktera se ve stitku nové objevila, tento soucet pricteme
k celku. Na konci ode¢teme hodnotu v prvni dife a tim uvolnime misto pro dalsi
iteraci.



Takto budeme v konstantnim ¢ase na krok pfepocitavat soucet pro kazdou
periodu. Period je O(log K), takZe jsme tim snizili ¢asovou slozitost.

Celkova pamét kterou na soucty vyuZijeme je rovna souctu vSech period.
Diky lemmatu[I9] vime, Ze ten bude nejvyse tak velky jako dvojnésobek nejvetsi
periody. Nejvétsi perioda je v O(K), takZe celé se to vejde do O(K) paméti.

Piedpocet v O(K) se stale vejde do O(N log K), protoze kdyby N < K, tak
vratime |S|V, takze uvazujeme, ze K > N.
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